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摘要
Satoh 最近给出了广义配对求逆问题（GPI）的一个算法，它利用 Miller 函数的结

构，而非穷举搜索或固定参数预言机。在常曲线上，其期望代价约为 (qk − 1)/ℓ2 次对次
数为 Ω(ℓ) 的求根子程序的调用，即 Õ((qk − 1)/ℓ) 次运算。本文对同一问题给出另一种
方法，适用于嵌入次数为偶数 k > 2 且具有偶数次 e ≥ 4 扭曲的常曲线，其 期望代价
为 qk/e/2 个各需数次配对的候选：以 Fqk 中的乘法计，相对 Satoh 算法的改进因子为
qk−k/e/ℓ（忽略常数与对数）。分析使用长度为 ℓ的倍数的Miller 循环，如 Tate 配对；
而 Satoh 的循环长度为 qk/2 ≡ −1 (mod ℓ)。目标配对仅通过一次最终的成员检验出现，
故算法直接解决 Satoh 配对的 GPI，无需在配对之间转换，也不在任何地方使用离散对
数。约化配对值与原始 Miller 值的范数是独立的坐标⸺这是中国剩余定理的事实，因
为 gcd(ℓ, qk/2 − 1) = 1；相应地，本方法是对横坐标对的搜索加一次最终配对检验，我不
作其他声称：技术核心⸺在两个参数均未知时对原始Miller 值的多项式时间求逆⸺用
于确定该搜索空间并表明此路线上无法将其缩小。该测试的输入是最终幂运算之前的原始
Miller 值⸺与 Satoh 本人的Miller 求逆算法的输入相同，没有任何协议会暴露它；从
约化值到它的过渡是 Galbraith、Hess 与 Vercauteren 的幂运算求逆步骤，第 6–8 节以
搜索处理之，而命题 6.2 表明它无法经由范数抄近路⸺它将 Satoh 早先关于Miller 求逆
的工作中的范数关系与一个 Fq‑线性投影相结合，后者分离两个未知的横坐标⸺它们位
于 Fqk/2 中互补的 Fq‑子空间内；对这一子域结构的利用可追溯至 Akagi 与 Nogami，但
他们的归约要求其中一个参数已知。在BN254 上期望代价从约 22800 降至 2518 次 Fqk 中的
乘法，在 BLS12‑381 上从约 24325 降至 2772。所有这些数字仍远高于 Fqk 中指数演算的代
价；此结果是结构性的，而非密码分析性的。

1 引言
Galbraith、Hess 与 Vercauteren [3] 为双线性配对 e : G1 ×G0 → µℓ 分离出三个求逆问题：
两个固定参数问题 FAPI‑1 与 FAPI‑2，其中一个参数已给定；以及广义问题 GPI，其中只给
定目标值 z，任何原像对均可接受。
Satoh [7] 注意到尚无算法利用配对计算的数学结构（而非在其中一个群中搜索），并给

出 了一个：将第 ℓ 个 Miller 函数写成因子系统，他得到 Ate 配对的一个分解，由此通过一
个求根步骤装配出 GPI 的解。所得过程 [7, Alg. 6.1] 遍历 γ ∈ µν(s−1)，其中 s = qk/2，ν =

(s+1)/N，每步求一个次数为 (N −1)/2的函数 φ的根。在常曲线上，ν(s−1) = (qk−1)/ℓ，
每步成功概率至多为 (ℓ − 1)/((s − 1)ν) [7, Rem. 6.5]，故期望代价约为 (qk − 1)/ℓ2 次 ℓ/2次
求根，即 Õ((qk − 1)/ℓ)次运算；Satoh 将此情形描述为“即便对小的 q 值做数值实验也过于
低效”。
本文对同一问题给出一种期望代价更低的不同方法。它与 Satoh 的方法一样，是带最终配

对检验的盲目搜索⸺此处对象为横坐标对；命题 6.2 说明了为何任何建立在Miller 值范数
之上的方法都只能如此：约化配对值与该范数是独立的坐标。有两点框架性说明至关重要，
先行陈述。
循环长度。本方法取 Fq‑有理参数 A ∈ G1 处的 Miller 函数 hd,A，在迹零参 数 Q ∈ G0

处求值，循环长度 d 为 ℓ 的倍数⸺即 Tate 框架。Satoh 的算法 6.1 产 生的量在本文记号
下为 hqk/2,−Q(A)（他的字母 A、Q与本文相反：他的 A属于 G0）：Miller 函数取在迹零参
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数处，循环长度为 s = qk/2。真正重要的区别不在于取向，而在于循环长度模 ℓ的剩余类：
本文所依赖的范数关系（命题 3.1）在 d ≡ 0 (mod ℓ)时给出 (ξ(Q) − ξ(A))d，而在 d ≡ −1
(mod ℓ)时给出 (ξ(Q) − ξ(A))d−1，后者在 d = s时恒等于 1（注 3.2）。因此本方法并不替
换 [7, Alg. 6.1] 的内层步骤，我也不作此声称。确实成立的是：目标配对仅通过一次最终的成
员检验进入本方法，故可将其取为 Satoh 配对本身（第 6 节）；配对之间的任何转换，特别
是任何离散对数，均不在任何地方出现。
新意所在。本方法的核心是一个多项式时间过程：给定原始 Tate–Miller 值 hd,A(Q)，在

A与 Q均未知的情况下恢复 A与 Q（第 5 节）。它将 Satoh 在固定参数框架中使用的范数
关系 [6] 与一个线性投影相结合，后者分离位于 Fqk/2 中互补 Fq‑子空间内的两个未知横坐标
（第 4 节）。这一子域结构最早由 Akagi 与 Nogami [1] 利用，他们通过构造已知横坐标的
极小多项式，将FAPI‑2 的幂求逆问题归约到指数 q− 1；其构造需要Tr(ξ(Q)3)与N(ξ(Q))，
无法移植到 Q未知的情形。从“一个未知量、极小多项式”到“两个未知量、线性投影”的
过渡，是技术上的新意。围绕它，本文补充了配对值与范数的独立性（命题 6.2），它确 定
了搜索空间并表明此路线上无法缩小它；循环长度 s与 q 的Miller 值作为约化 Tate 配对之
幂的封闭形式（引理 3.3、注 3.4），使算法可直接以 Satoh 的配对为目标；以及对相对 [7,
Alg. 6.1] 改进的四因子核算，每个因子归于上述结果之一（第 10 节）。
顺带指出，GPI 并非没有密码学后果：一个 Groth16 证明 [5] 只要单一的配对乘积 方程

成立即被接受，而将其第三个元素置为 O 后，目标值仅由验证密钥与公开输入即可算出，从
而任何 GPI 的解都给出对任意命题的伪造。其利害并非抽象。BLS12‑381 上的 Groth16 是
Zcash 的 Sapling 屏蔽资金池所用的证明系统，而 BN254 上的 Groth16 是以太坊配对预编
译合约原生验证的证明系统，被若干 rollup、跨链桥与混币器用作最终证明层；一次伪造将
使攻击者铸造毫无储备支撑的屏蔽币，或从跨链桥提取从未存入的资金⸺在托管巨额资金的
系统中直接盗取资金。第 10 节的代价使此类攻击遥不可及，本文中的任何内容都不改变这一
点；但正是这些代价，使得GPI⸺而不仅是 FAPI⸺成为这些系统值得跟踪的量。

2 设定与记号
设 q 为奇素数的幂，E/Fq 为常椭圆曲线，短Weierstrass 模型为 Y 2 = X3 + a4X + a6。设 ℓ
为奇素数，ℓ ‖#E(Fq)⸺恰好整除，即 ℓ | #E(Fq)且 ℓ2 ∤ #E(Fq)，从而 h := #E(Fq)/ℓ与 ℓ互
素，这是引理 6.1 所需要的⸺嵌入次数为偶数 k > 2；由于 k = ordℓ(q)整除 ℓ − 1，自动有
ℓ ∤ k。遵循 [7, §5]，令

s := qk/2, G0 := {P ∈ E[ℓ] : FrqP = [q]P}, G1 := E(Fq) ∩ E[ℓ],

于是 G0
∼= G1

∼= Z/ℓZ，G0 ∩ G1 = {O}，且 E[ℓ] = G1 ⊕ G0。由 ℓ | s + 1，对 P ∈ G0 有
Frk/2q P = −P；又由 ℓ ∤ s− 1，Frk/2q 仅在 G1 上有特征值 1、在 G0 上有特征值 −1，从而

E[ℓ] ∩ ker(Frk/2q − 1) = G1, E[ℓ] ∩ ker(Frk/2q + 1) = G0. (1)
ξ, η 记坐标函数，τ := −ξ/η 记 O 处的单值化参数，hn,A 记 A处正规化的第 n个Miller

函数，即满足 divhn,A = n[A]− [nA]− (n− 1)[O]且关于 τ 有 lcO(hn,A) = 1的函数。
全文中 A ∈ G1，Q ∈ G0，d为满足

ℓ | d; (2)
的整数；当需要开 d次根时（引理3.5），我进一步假设 d | s+1，即 [6, Alg. 4.1] 的第二个条
件。原始Miller 值为 v := hd,A(Q) ∈ F×

qk
，约化Tate 配对为 t(A,Q) := hℓ,A(Q)(q

k−1)/ℓ ∈ µℓ，
它在 G1 ×G0 上双线性且非退化。

3 范数关系
命题 3.1. 在上述记号下，且仅用到 ℓ | d，

v s+1 = (−1)d
(
ξ(Q)− ξ(A)

)d
. (3)
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特别地，当 d = ℓ时 vs+1 = −(ξ(Q)− ξ(A))ℓ。
证明. 由 ℓ | d及 A ∈ E[ℓ]，[d]A = O，故divhd,A = d([A]− [O])；同理divhd,−A = d([−A]−
[O])。因此 hd,Ahd,−A与 (ξ−ξ(A))d有相同除子 d([A]+[−A]−2[O])，且由 ξ = τ−2+O(τ−1)，
二者在 O处首项系数均为 1；于是

hd,A hd,−A =
(
ξ − ξ(A)

)d
. (4)

其次，hd,A ◦ [−1] 与 hd,−A 有相同除子；对短 Weierstrass 模型有 τ ◦ [−1] = −τ，又
ordOhd,A = −d，故 lcO(hd,A ◦ [−1]) = (−1)d，从而

hd,A ◦ [−1] = (−1)d hd,−A. (5)

最后，hd,A 定义在 Fq 上且 Frk/2q Q = −Q，故由 (5)， vs = hd,A(Frk/2q Q) = hd,A(−Q) =

(−1)dhd,−A(Q)，且 vs+1 = v · vs = (−1)d(hd,Ahd,−A)(Q)，由 (4) 此即 (3)。
(3) 的右端不含任何 Miller 值。与 [6, Alg. 4.1] 所依赖的分解 hs+1,A = (ξ − ξ(A))hs,A

相比：在那里，因子 hs,A(Q) 被 (s + 1) 次幂消去。其精确结构由引理 3.3 给出： hs,A(Q) =
−t(A,Q)−1/2，阶恰为 2ℓ且整除 s+ 1，其相反数 −hs,A(Q) = t(A,Q)−1/2 属于 µℓ；若Miller
函数取在迹零参数处，则反而 得到 hs,Q(A) = t(Q,A)−1/2 ∈ µℓ，这正是 [4] 在此情形下
的结论，并带有其封闭形式。这正 是 Satoh 所描述的“（最终幂运算前的 值）=（简单函
数）×（另一配对）”现象。关于常数有两点说明。其一，它是一个已知的符号，而非需预先
计算的量。其二，不在 O处正规化Miller 函数的实现（PARI/GP 的 elltatepairing即是
一例）会将其替换为另一常数；该常数仍与 A、Q无关这一点，是在第 9 节的玩具曲线上对
PARI 直线函数正规化方式的经验观察，届时可从任意一个已知点对读出。
注 3.2 (循环长度而非取向). 对任意循环长度 n，若 [n]P 6= O，同样的除子计算精确地、无符
号地给出

hn,P hn,−P =
(ξ − ξ(P ))n

ξ − ξ([n]P )
, (6)

两端在 O 处的首项系数均为 1；(6) 对两个群中任一群内的 P 均成 立。（(5) 中的符号为
(−1)ordOhn,P，当 [n]P 6= O 时为 (−1)n−1，当 ℓ | n 时为 (−1)n；它只在用 hn,P 在 −R 处求
值、而非用 hn,−P 在 R处求值时才出现。）n模 ℓ的三个剩余类是相关的。
若 n ≡ 0 (mod ℓ)，分母为 1，范数关系恢复出 (ξ − ξ(P ))n：此即命题 3.1， 且在两种取

向下均成立。在Ate 取向下，Frk/2q 作用于 hn,Q的系数并将其映为 hn,−Q，不涉及在相反点处
求值，因而没有符号，故

hℓ,Q(A)
s+1 = (ξ(A)− ξ(Q))ℓ = −(ξ(Q)− ξ(A))ℓ = hℓ,A(Q)s+1 (Q ∈ G0, A ∈ G1)： (7)

两个范数相同。
若 n ≡ −1 (mod ℓ)，则 [n]P = −P，(6) 变为 (ξ − ξ(P ))n−1。当 n = s时，指数 s − 1零

化 F×
qk/2
，故 hs,P (R)

s+1 = 1恒成立，横坐标的任何信息均不保留；这正是 [7, Alg. 6.1] 在常
曲线情形所用的循环，也正是该算法无法接入本测试的原因。对其他 n ≡ −1 (mod ℓ)，例如
n = 2ℓ−1，范数并非平凡，但它只能将 ζ确定到gcd(n−1, s−1)个候选：玩具曲线上为 48，
BN254上为 48u ≈ 267.7（对该曲线计算所得；一般地gcd(2ℓ−2, s−1)是gcd(ℓ−1, q−1) = 6u
的倍数，因为余因子 6u3 + 6u2 + 3u+ 1与 6u3 + 6u2 + 4u+ 1互素，而因子 8来自 s− 1的其
余因子）。根的唯一性正是 ℓ | d | s+ 1通过 gcd(d, s− 1) = gcd(d, 2)（引理 3.5）所换得的，
也正是 n ≡ −1 (mod ℓ)所失去的。
若 n ≡ q (mod ℓ)，如取Ate 循环 T = t− 1与 P = Q ∈ G0，则 [n]Q = FrqQ，

hT,Q(A)
s+1 =

(ξ(A)− ξ(Q))T

ξ(A)− ξ(Q)q
, (8)
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同样没有符号。由于 ξ(A) ∈ Fq，分母为 (ξ(A) − ξ(Q))q，故 (8) 化为 (ξ(A) − ξ(Q))T−q =
(ξ(A) − ξ(Q))−hℓ，h = #E(Fq)/ℓ：它是 (7) 的 (−h)次幂⸺无符号，但取了逆⸺所含信息
与 d = hℓ时的命题3.1相同，后者只需 ℓ | d。（与此一致，作为正规化函数 hq,Q = hT,Qh

h
ℓ,Q，

且 hq,Q(A)
s+1 = 1。）本注的全部恒等式均已数值验证（第 9节）。

引理 3.3. 对 P ∈ E[ℓ]，作为有理函数，

h ℓ
s,P =

h s
ℓ,P

hℓ,−P
. (9)

此外，对非零的 A ∈ G1 与 Q ∈ G0，以 t(·, ·)记任一参数次序下的约化 Tate 配对，有

t(A,Q) = hs,A(Q)−2, t(Q,A) = hs,Q(A)
−2, (10)

故 hs,A(Q) = −t(A,Q)−1/2 且 hs,Q(A) = t(Q,A)−1/2，其中平方根取 µℓ 中唯一的那个。特别
地，hs,Q(A) ∈ µℓ 的阶恰为 ℓ，而 hs,A(Q)的阶恰为 2ℓ，且 2ℓ | s+ 1。
证明. 复合规则 hmn,P = hn

m,P hn,[m]P（除子相同，两端均正规化）给出，以两种 方式计算
hℓs,P：h ℓ

s,P hℓ,[s]P = h s
ℓ,P hs,[ℓ]P；由 [s]P = −P 及 hs,O = 1，此即 (9)。求值：在Ate取向下，

由系数的共轭， hℓ,Q(A)
s = Frk/2q (hℓ,Q(A)) = hℓ,−Q(A)，故 hs,Q(A)

ℓ = 1；在 Tate 取向下，
由 (5) 及 ℓ为奇数， hℓ,A(Q)s = hℓ,A(−Q) = −hℓ,−A(Q)，故 hs,A(Q)ℓ = −1。
对于(10)，同一规则在 [ℓ]A = [s+1]A = O下给出对每个 c有 h c

ℓ,A = hℓc,A及 h(s+1)(s−1),A =

h s−1
s+1,A，而除子给出 hs+1,A = (ξ − ξ(A))hs,A。于是，记 ζ = ξ(Q)− ξ(A) ∈ F×

qk/2
，

t(A,Q) = hℓ,A(Q)(q
k−1)/ℓ = hqk−1,A(Q) = hs+1,A(Q) s−1

= ζ s−1hs,A(Q) s−1 = hs,A(Q) s−1 = hs,A(Q)−2,

最后一步因 hs,A(Q)2ℓ = 1 及 2ℓ | s + 1。Ate 情形交换 A、Q 后完全相同。由于 ℓ 为奇数，
平方是 µℓ 的双射，从而平方根被唯一确定；hs,A(Q)的符号由 hs,A(Q)ℓ = −1强制。最后，
由非退化性 t(A,Q) 6= 1，故 hs,A(Q)2 6= 1，其阶恰为 2ℓ而非 2；同理 hs,Q(A) 6= 1，其阶恰为
ℓ。
四个推论。其一，循环长度为 s的Miller 值就是约化 Tate 配对的 −1/2次幂，且无需最

终幂运算：Satoh 的“another pairing”是字面意义上的。作为原始 Miller 值，它对两个
参数均双线性，这已直接验证（第 9 节）。其二，该符号再次是 (5) 中的 (−1)ℓ，与 (7) 机制
相同；(9) 用两行给出了 [4] 在 Ate 取向下的结论。其三，d = ℓ时的命题 3.1 是同一恒等式的
再一次解读：hℓ,A(Q)s+1 = hs+1,A(Q)ℓ = ζℓhs,A(Q)ℓ = −ζℓ。其四，同一规则给出循环长度 q
的值，见注 3.4。

注3.4 (循环长度 q). 同一复合规则用于 hqk,Q，给出 hqk,Q =
∏k−1

i=0 h
qk−1−i

q,[qi]Q
；由于 [qi]Q = FriqQ

且 A 有理，hq,FriqQ(A) = hq,Q(A)
qi，从而 hqk,Q(A) = hq,Q(A)

kqk−1。另一方面 divhqk,Q =

(qk−1)([Q]− [O]) = divh(qk−1)/ℓ
ℓ,Q ，故 hqk,Q(A) = t(Q,A)。仅此只能得 hq,Q(A) ∈ µkℓ；其属于

µℓ由同一规则用于 hqℓ,Q得出：h ℓ
q,Q hℓ,[q]Q = h q

ℓ,Q，而 hℓ,Q(A)
q = hℓ,FrqQ(A)且 [q]Q = FrqQ，

故 hq,Q(A)
ℓ = 1。于是，由 µℓ 中根的唯一性，

hq,Q(A) = t(Q,A)1/(kq
k−1) = t(Q,A)−1/(kqk/2−1) ∈ µℓ,

后一形式因 qk−1 = s qk/2−1 ≡ −qk/2−1 (mod ℓ)（且 ℓ ∤ k，第 2 节）。 [7, Alg. 6.6]⸺其算
法 6.1 的循环长度 q包装⸺的目标在本文记号下为 hq,−Q(A) = t(Q,A)1/(kq

k/2−1)（hq,Q(A)作
为 t的固定次幂对 Q双线性）；故第 8 节第 15 行的最终检验 t(Q,A) = z−kqk−1 也直接解决
该问题。（数值验证，第 9节。）
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引理 3.5. 设 d | s+ 1。则 gcd(d, s− 1) = gcd(d, 2)，且对 u ∈ F×
qk/2
，方程 ζd = u在 F×

qk/2
中

或无解，或恰有 gcd(d, 2)个解。当其可解时：
1. 若 d为奇数，解唯一，等于 u d−1 mod (s−1)；
2. 若 d 为偶数，解为 ±ζ0，其中 ζ0 为任一解，可如下得到：写 d = 2ad′，d′ 为奇数，令

u1 := u d′−1 mod (s−1)，再用任一标准算法在 Fqk/2 中对 u1 连续开 a次平方根。
证明. 标准结论：s为奇数，故gcd(s+1, s− 1) = 2且gcd(d, s− 1) | 2，其余是循环群中方程
ζd = u的解数计数，如 [6, Thm. 4.2] 的证明。下文只用到情形 (i)，因为 d始终为奇数。
对奇数 d = ℓ，适用情形 (i)。情形 (ii) 即 [6, Alg. 4.1, 步骤 3–4] 中可见的符号歧义，那里

产生两个横坐标 ξ(A)± u；它只是使代价加倍而已。

4 分离引理
设 E 具有 e | k次扭曲 E′，令m := k/e。由于 k为偶数，e ≥ 3意味着 e ∈ {4, 6}：e = 3次扭
曲迫使 j(E) = 0且 6 | k，从而存在六次扭曲，故 e = 3从不是最大扭曲次数，全文取 e为偶
数。该扭曲由 Fqm 上的参数 θ ∈ F×

qm 定义，其类生成 F×
qm/(F

×
qm)

e，在 φ(e)个可能的类中选取
使 ℓ | #E′(Fqm)者（通常术语中的 D型或M型扭曲），扭曲同构 ψ : E′ → E 将 (x′, y′)映为
(ωx′, ω3/2y′)，其中 ω := θ2/e。由 G0 = ψ

(
E′(Fqm)[ℓ]

)，
ξ(P ) ∈W := ω Fqm 对所有 P ∈ G0 \ {O}, (11)

这是一个 m = k/e 维的 Fq‑子空间，因 e 为偶数而含于 Fqk/2。（与此一致，ξ(P ) ∈ Fqk/2，
因为 ξ 是偶函数而 Frk/2q 在 G0 上作用为 [−1]，[7, Lem. 5.2]。）另一方面，对 A ∈ G1 有
ξ(A) ∈ Fq。
引理4.1 (分离). 设 e ∈ {4, 6}，令 λ := ω qm−1。则 ω /∈ Fqm，故 λ 6= 1且 Fq ∩W = {0}；此外
λ ∈ Fqk/2，因为对任意 Q0 ∈ G0 \ {O}有 λ = ξ(Q0)

qm/ξ(Q0)而 ξ(Q0) ∈ Fqk/2，故 Fq‑线性映
射

L : Fqk/2 −→ Fqk/2 , L(u) := uq
m − λu

良定义，满足 kerL = W 及 L|Fq = (1 − λ) id；且对 ζ := ξ(Q) − ξ(A)（ξ(Q) ∈ W，ξ(A) ∈
Fq）有

ξ(A) =
L(ζ)

λ− 1
, ξ(Q) = ζ + ξ(A). (12)

证明. 若 ω ∈ Fqm，则 θ2 = ωe ∈ (F×
qm)

e，故 θ 的类在 e 阶循环群中的阶整除 2，而按假设
其阶为 e；于是 e | 2，与 e ≥ 4矛盾。因此 ω /∈ Fqm，即 λ 6= 1。若 a ∈ Fq ∩W 且 a 6= 0，
则 a = ωx′，x′ ∈ F×

qm，从而 ω = a/x′ ∈ Fqm，矛盾；故 Fq ∩W = {0}。L 是 Fq‑线性的，
因为 u 7→ uq

m 是；对 u = ωx′ ∈ W， uq
m

= ωqmx′ = λu，故 L(u) = 0，即 W ⊆ kerL。反
之， ωe/2 = θ，而 Xe/2 − θ 在 Fqm 上不可约：其次数 e/2 ∈ {2, 3}为素数，且 θ 不是 (e/2)
次幂，否则 θ2 将是 e次幂而 θ 的类的阶整除 2。于是 1, ω, . . . , ωe/2−1 是 Fqk/2 的一组 Fqm‑基
（注意 [Fqk/2 : Fqm ] = e/2）， 由 u 7→ uq

m 的特征向量组成，特征值 λj（0 ≤ j < e/2）两
两不同，因为 λ 6= 1 且 λe/2 = θq

m−1 = 1，e/2 为素数。故 u 7→ uq
m 可对角化， kerL 是

其 λ‑特征空间，即 ωFqm = W。对 a ∈ Fq，aqm = a，故 L(a) = (1 − λ)a。对 ζ 施加 L 得
L(ζ) = −(1− λ)ξ(A)，此即 (12)。
注 4.2. 当 e = 2 时 m = k/2，W = ωFqk/2 = Fqk/2：投影退化（λ = 1，L = 0），但并
不失败⸺ξ(A) ∈ Fq 仍只有 q 个可能值，故算法 5.1 的步骤 3 变为对 xA ∈ Fq 的循环、取
xQ = ζ + xA，代价由 O(1)变为 O(q)；第 8 节的算法则遍历 Fq × Fqk/2，代价为其一般公式
的 qk/e/2 = qk/2/2。因此 O(1)解码需要四次或六次扭曲⸺BN与 BLS12（e = 6）、KSS16
（e = 4）、[1] 的 Brezing–Weng 曲线⸺而不覆盖仅具二次扭曲的曲线。
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注4.3. 当 k = 2时，特别是对 [7, §4] 的超奇异曲线（那里 t = 0迫使 k ≤ 2），有 s = q，两
个横坐标均在 Fq 中：任何 Fq‑线性映射都无法分离它们。在我看来，这正是 [6]（FAPI，一个
参数已知，多项式时间）与 [7]（GPI，两者均未知，指数时间）适用范围不相交的结构性原
因。
对 BN曲线，e = 6，m = 2，L(u) = uq

2 − λu且 λ3 = θq
2−1 = 1：λ是本原三次单位根。

一般地 λe/2 = 1。它是曲线常数，可由任一已知的 G0 生成元得到。
注 4.4 (G0 的 Legendre 检验). 对 xQ ∈ Fqk/2，设 β := x3Q + a4xQ + a6 6= 0，Q =

(xQ, yQ)，yQ ∈ Fqk， y2Q = β。则 Frk/2q Q = −Q 当且仅当 β 在 Fqk/2 中是非平方：事实
上 Frk/2q Q = (xQ, y

s
Q)，而 ysQ = −yQ 当且仅当 ys−1

Q = β(s−1)/2 = −1。 因此 Q 是否属
于 ker(Frk/2q + 1) 可在开方之前由 Fqk/2 中的一次 Legendre 符 号判定，且满足 β 6= 0 的
xQ ∈ Fqk/2 中约有一半通过：使 β(x) 为非平方的 x ∈ Fqk/2 的个数为 (s + ts − N0)/2，其中
ts 为 E 在 Fqk/2 上的 Frobenius 迹，N0 = #{β = 0}。在子空间W = ωFqm 上两种扭曲次数
的行为不同。对 e = 6（a4 = 0），xQ = ωu时 β = θu3 + a6 ∈ Fqm，因 [Fqk/2 : Fqm ] = 3为
奇数，β 在 Fqk/2 中非平方当且仅当在 Fqm 中非平方：约一半 xQ ∈ W 通过，且符号可直接在
Fqm 中计算。对 e = 4（a6 = 0），β = ω u(θu2 + a4)，其中 u(θu2 + a4) ∈ Fqm 在二次扩张
Fqk/2 中是平方，而 ω 在 Fqk/2 中是非平方（ω(s−1)/2 = θ(q

m−1)/2·(qm+1)/2 = −1，因 θ 是 Fqm

的非平方且 (qm +1)/2为奇数）：满足 β 6= 0的每个 xQ ∈W 都通过，检验为空，全部筛选由
[ℓ]Q = O 完成。该符号不应以 log2 s位指数的幂运算来计算，那将耗费其所节省的约一半；
由于 β(s−1)/2 = NF

qk/2
/Fq

(β)(q−1)/2，它的代价为 Fqk/2 中 k/2− 1次 Frobenius 与 k/2− 1次
乘法，再加 Fq中一次 Jacobi 符号，后者的代价远小于 Fqk 中一次乘法。（在第9节验证。）

5 两个未知量的Miller 求逆
本节包含真正的结果：一个多项式时间过程，输入原始 Tate–Miller 值，返回其两个参数。
它就是 [6, Alg. 4.1]⸺在已知 A处求 hd,A 的逆⸺但有两处改动：取向为 Tate 而非 Ate，
故范数给出 ζd 而非 ζ2（命题 3.1 对比 [6, eq. (4.3)]），且 d次根唯一（引理 3.5）；其步骤 3
（ξ(Q) = ξ(A)± u）被引理 4.1 的投影取代。下面的步骤 1–2 与 5–8 是他的。
命题 5.1. 算法 5.1 正确，并在 O((k log q)3)次位运算内终止。
证明. 若对某 (A0, Q0) ∈ G1 × G0 有 w = hd,A0(Q0)，则由命题 3.1， u = (ξ(Q0) − ξ(A0))

d，
故 ζ = ξ(Q0) − ξ(A0)（相差情形 (ii) 的符号，该 符号会被尝试），引理 4.1 给出 xA =
ξ(A0)，xQ = ξ(Q0)；步骤 5–7 于是 产生符号未知的 A = ±A0，Q = ±Q0。由 (5) 及命
题 3.1 的证明，四个原始值为 hd,A0(Q0) = w，hd,−A0(−Q0) = −w， hd,A0(−Q0) = ws 与
hd,−A0(Q0) = −ws（d 为奇数），故步骤 8 识别出符 号并返回 Miller 值恰为 w 的点对。反
之，若算法返回一个点对，则由步骤 5 与 7，A ∈ E(Fq)[ℓ] = G1；由步骤 6–7、 注 4.4 与
(1)，Q ∈ E[ℓ] ∩ ker(Frk/2q + 1) = G0；由步骤 8，其Miller 值为 w。若无步骤 8，算法可能
对根本不是Miller 值的 w返回一个有效点对。至于代价，以 Fqk 中的乘法计数，每次乘法用
学校算术需 O((k log q)2)次位运算，如 [6, Thm. 4.2]；Fqk/2 或 Fq 中的一次乘法代价不超过
此数，而指数 d−1 mod (s− 1)、常数 λ、(λ− 1)−1 与引理 4.1 的基每条曲线只计算一次。逐
步计之：
1. ws+1 = ws · w：一次 Frobenius 幂与一次乘法，O(k log q)次乘法；若 Fqk 表示为 Fqk/2

的二次扩张，则 w 7→ ws 即共轭，为 O(1)。
2. Fqk/2 中一次指数小于 s的幂运算：O(k log q)次乘法。
3. ζqm 是一次 Frobenius 幂（O(k log q) 次乘法，或用预计算矩阵在 Fq 中 O(k2) 次乘
法），再加一次乘法；在 Fqk/2 的含 1的 Fq‑基下，检验 xA ∈ Fq 不需代价。
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算法 5.1Miller 求逆，两个未知量
输入： w ∈ F×

qk
；此处 d | s+ 1；常数 λ、(λ− 1)−1 与引理 4.1 的基，每条曲线预计算一次

输出： 满足 hd,A(Q) = w的 (A,Q) ∈ G1 ×G0，或 ⊥
1: u← (−1)dw s+1

2: ζ ← u在 F×
qk/2
中的一个 d次根 ▷引理 3.5；若不存在则返回 ⊥，若有两个则两个符号均试

3: xA ← L(ζ)/(λ− 1)
若 xqA 6= xA 则返回 ⊥

4: xQ ← ζ + xA ▷此时 L(xQ) = L(ζ) + (1− λ)xA = 0自动成立
5: α← x3A + a4xA + a6

若 α在 Fq 中不是平方则返回 ⊥
A← (xA,

√
α)

6: β ← x3Q + a4xQ + a6

若 NF
qk/2

/Fq
(β)(q−1)/2 6= −1则返回 ⊥ ▷即 Frk/2q Q 6= −Q，注 4.4

Q← (xQ, yQ)，yQ ∈ Fqk，y2Q = β

7: 若 [ℓ]A 6= O或 [ℓ]Q 6= O则返回 ⊥
8: h← hd,A(Q)

若 w = h则返回 (A,Q)
若 w = −h则返回 (−A,−Q)
若 w = hs 则返回 (A,−Q)
若 w = −hs 则返回 (−A,Q)

9: 返回 ⊥

4. 一次加法。
5. Fq 中一次 Legendre 符号与一次开方：Fq 中 O(log q)次乘法。
6. 经由范数计算 Fqk/2 中的Legendre 符号，k/2− 1次Frobenius 幂、Fqk/2 中 k/2− 1次
乘法及 Fq 中一次 Jacobi 符号（注 4.4）；Fqk 中一次开方，O(k log q)次乘法⸺实际
上是 Fqk/2 中的开方：取 Fqk/2 的非平方 ν 使 Fqk = Fqk/2(

√
ν)，则 β/ν 是 Fqk/2 中的平

方，且 √β =
√
ν
√
β/ν。

7. E(Fq)上的 [ℓ]A与 E(Fqk)上的 [ℓ]Q：各 O(log ℓ) = O(log q)次群运算，每次为有界次
数的乘法。

8. 一次长度 d ≤ s + 1的Miller 循环：O(log d) = O(k log q)步倍加或加法，每步为有界
次数的乘法，外加四次比较，代价为一次 Frobenius 幂。

每一步都是 Fqk 中 O(k log q) 次乘法，即 O((k log q)3) 次位运算，且步骤 1、2、6 与 8 达
到此界。在 [6] 所假定的预计算（2‑Sylow 子群的一个生成元）下开方是确定性的， 否则用
Cipolla 算法为期望时间。
有两点值得评述。其一，仅基于 u 的任何测试都不具区分力：ws+1 是范数，故对 每个

w 都在 Fqk/2 中，而 Fqk/2 的每个元素在 Fqk 中都是平方；这就是步骤 6 在 Fqk/2 中而非 Fqk

中检验 β⸺有用的条件是 β 在 Fqk/2 中是 非平方，注 4.4⸺、步骤 4 仅是一次赋值（一旦
xA ∈ Fq， L(xQ) = L(ζ) + (1− λ)xA = 0自动成立）、而步骤 3、6 与 7 的测试承担全部分量
的原因。在第 9 节的玩具曲线上，固定目标的 3000个随机 ℓ次根全部通过范数与平方条件，
又全部在步骤 3 被拒绝。其二，该过程返回两个参数；它不是“成员预言机加搜索”。这正
是本文超出 [1] 之处：他们的方程 (8) 恰为交换 A、Q角色后的 (3)，而其后续归约使用已知
ξ(Q)的极小多项式，这里并不可得。
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6 从Miller 求逆到GPI
设 e为 G1 ×G0 或 G0 ×G1 上任一取值于 µℓ 的非退化双线性配对⸺任一参数次序下的约化
Tate 配对 t，或 Satoh 的配对⸺并设 z ∈ µℓ \ {1}为 e的GPI 目标。
满足 v(q

k−1)/ℓ = t(A,Q)的原始 Tate–Miller 值 v 仅由约化值确定到 x 7→ x(q
k−1)/ℓ 的核的

一个元素⸺该核是 (qk − 1)/ℓ = (s− 1)ν 阶子群，其中 ν := (s+ 1)/ℓ。这远大于可枚举的范
围，且并非算法5.1所需：它所需的是 ζ，而下面的命题6.2表明，当 v遍历该陪集时，ζ遍历
整个 F×

qk/2
⸺即目标对 ζ毫无约束。因此GPI算法直接遍历横坐标对 (xA, xQ) ∈ Fq×W（第8

节），或等价但更慢地遍历由算法 5.1 步骤 3–4 解码的 ζ ∈ F×
qk/2
（注 8.1）；两种情形下每

个点对都与 z 比对，而步骤 2的 d次根从不需要。
对后文至关重要的一点是：两个循环在最终检验之前都不计算配对；e仅在最终检验中出

现，且仅通过“是否 e(A,Q) ∈ {z, z−1}”这一问题出现。因此：
‧ 算法解决的是最终检验中所计算的那个配对 e的 GPI，无论 e为何；命题 7.1 逐字适用
于每个这样的 e，因为其计数论证只用到双线性与非退化性；

‧ 特别地，取 e(A,Q) := hs,−Q(A)⸺即Satoh 记号下的 hqk/2,−A(Q)， [7, Alg. 6.1] 的输
出条件⸺算法直接解决 Satoh 的 GPI 问题。由引 理 3.3，该 e 等于 t(Q,A)1/2，双线
性且非退化，故最终检验可等价地取为 t(Q,A) ∈ {z2, z−2}，比长度为 s的Miller 循环
便宜；同样， [7, Alg. 6.6] 的循环长度 q 目标 hq,−Q(A)由注 3.4 为 t(Q,A)1/(kq

k/2−1)，
以 t(Q,A) ∈ {z±kqk−1}检验；

‧ 从不计算两个不同配对之间的任何关系；即便计算，也不需要离散对数。例如，满足
t(Q,A) = t(A,Q)κ

′ 的常数 κ′ 有封闭形式

κ′ =
kh

kh− c (q − 1)
mod ℓ, c :=

qk − 1

ℓ
, h :=

#E(Fq)

ℓ
, (13)

它由 Tate 配对通过Weil 配对的 Frey–Rück 表达式导出（引理 6.1）；在第 9 节的玩
具曲线上其值为 15。本方法不使用它，离散对数也不出现在本文的任何地方。

引理 6.1. 设 eℓ 为Weil 配对，由Miller 公式 eℓ(A,Q) = (−1)ℓhℓ,A(Q)/hℓ,Q(A)给出，c、h如
(13) 中所定义，ρ := kh/(q − 1)mod ℓ。则对 A ∈ G1、Q ∈ G0，

t(A,Q) = eℓ(A,Q) c−ρ, t(Q,A) = eℓ(A,Q)−ρ,

由此得(13)。t(Q,A)的非退化性即 ρ 6= 0，亦即 ℓ ∤ kh：此处 ℓ ∤ k因为 k = ordℓ(q)整除 ℓ−1，
而 ℓ ∤ h 因为 ℓ ‖#E(Fq)。t(A,Q) 的非退化性即 ρ 6= c，这恰是 (13) 中分母 kh − c(q − 1) =
(q − 1)(ρ− c)不为零。
证明. 恒等式 t(P,R) = eℓ(P, σS − S)（其中 [ℓ]S = R，σ = Frkq）是 Tate 配对的 Lichten‑
baum 形式 [2]；它是经典的，这里只计算指数。由于 πk − 1 零化 E[ℓ]，它在 End(E) 中
分 解为 ℓϕ，故 σS − S = ϕ(R)，而 ϕ 在 Tate 模 TℓE 中 π 的两条特征 直线上分别作用为
(αk− 1)/ℓ与 (βk− 1)/ℓ，其中 α ≡ 1、 β ≡ q (mod ℓ)为特征值。写 α = 1+ ℓa，β = q+ ℓb；
则 α + β = t = q + 1 − ℓh 给出 a + b = −h，αβ = q 给出 b ≡ −qa，故 a ≡ h/(q − 1)，
且 (αk − 1)/ℓ ≡ ka， (βk − 1)/ℓ ≡ c + kqk−1b ≡ c − ka (mod ℓ)。于是对 Q ∈ G0 有
ϕ(Q) = [c − ρ]Q，对 A ∈ G1 有 ϕ(A) = [ρ]A，从而 t(A,Q) = eℓ(A,Q)c−ρ，且由反对称性
t(Q,A) = eℓ(Q,A)

ρ = eℓ(A,Q)−ρ。
命题 6.2 (配对值与范数的独立性). 由于 gcd(ℓ, s− 1) = 1，映射

F×
qk
−→ µℓ × F×

qk/2
, v 7−→

(
v(q

k−1)/ℓ, v s+1
)

是核的阶为 ν = (s+ 1)/ℓ的满同态。因此约化配对值与原始Miller 值的范数是独立的坐标：
固定前者后，后者在 F×

qk/2
上均匀分布，而任何仅通过 vs+1 读取 v的过程⸺特别是任何建立

在命题 3.1 之上的过程⸺都得不到关于目标的任何信息。
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证明. F×
qk
是 (s−1)(s+1)阶循环群。核由阶整除gcd((s−1)(s+1)/ℓ, s+1

)
= ν gcd(s−1, ℓ) = ν

的 v组成，故像的阶为 (qk − 1)/ν = ℓ(s− 1) = |µℓ × F×
qk/2
|。

这就是下面命题 7.1 的内容，一次性陈述：范数路线完全丢弃目标，剩下的是对横坐标对
的搜索加一次最终配对检验。（在第 9节的玩具曲线上验证：像的阶为预测的 ℓ(s− 1)。）

7 解集的密度
命题 7.1. 设 e ∈ {4, 6}，k > 2，d 为奇数且 d | s + 1，固定 z ∈ µℓ \ {1}。当 v 遍历 {v :

v(q
k−1)/ℓ = z}时，量 ζ =

(
(−1)dvs+1

)1/d 遍历整个 F×
qk/2
，每个值取到的次数相同（命题 6.2

与引理 3.5）。设 e为 G1 ×G0或 G0 ×G1上取值于 µℓ的非退化双线性配对。在 s− 1个 ζ 值
中，恰有 (ℓ − 1)/2个被算法 5.1 的步骤 3–7 解码为满足 e(A,Q) = z±1 的点对 (A,Q)。故需
检验的候选的期望数为

1

πz
=

2(s− 1)

ℓ− 1
≈ 2qk/2

ℓ
= 2ν. (14)

证明. 第一个断言即命题 6.2（范数在 z 的纤维上于 F×
qk/2
均匀）加上 ζ 7→ ζd 在 F×

qk/2
上的

双射性（引理 3.5，d 为奇数）。对第二个， 由引理 4.1，映射 (ξ(A), ξ(Q)) 7→ ξ(Q) − ξ(A)
在 Fq × W 上 单射。由双线性与非退化性，满足 e(A,Q) ∈ {z, z−1} 的点对 (A,Q) ∈ (G1 \
{O})× (G0 \ {O})共 2(ℓ− 1)个（对每个 A，两个值各对应一个 Q）；它们在保持两个横坐标
的 (A,Q) 7→ (±A,±Q)作用下分成大小为 4的轨道，每条轨道内 e取两个值各两次，故给出
(ℓ− 1)/2个不同的 ζ 值。
成功的 ζ 全部位于 1 + k/e维子空间 Fq ⊕W 中，故第 8 节的算法遍历该子空间（q1+k/e

个元素，对 BN254 为 2761）而非 F×
qk/2
。计数 (14) 针对后者； 对前者，在自然的分块顺序

（xA 在外、xQ 在内）下，工作量为第一个有效块内的 qk/e/2 个候选，e = 6 时其中一半昂
贵、e = 4时全部昂贵（注 4.4），与 ℓ无关（第 8与 9节）。

8 完整算法
由引理 4.1，算法 5.1 步骤 3–4 解码出的值 ζ 恰为 ζ = xQ − xA， (xA, xQ) ∈ Fq ×W；由命
题 6.2，目标不约束 ζ。因此 GPI 算法直接遍历点对 (xA, xQ)；范数与投影 L根本不被计算。
第 4–7 节的分析仅通过其所证明的内容起作用：这就是搜索空间，且范数路线上没有任何东
西能缩小它（第 10 节列出各项归约及其依据）。
配对 e 仅在第 15 行求值，目标 z 仅在第 15–19 行出现。第 18 行利用 e(−A,Q) =

e(A,Q)−1，故一个成功的点对至多经两次符号选择即得答案；这已计入 命题 7.1 的计数
(ℓ− 1)/2。G1的每个横坐标在 G0中恰有一个配偶横坐标，故循环在通过第 7行与第 9行的第
一个 xA的块内停止，此前扫描约一半的W；这些期望值假定两个循环按均匀随机顺序进行，
如第9节（上面写出的固定顺序总是遇到同一个第一个 xA）。期望工作量为 (q−n)/(n+1)个
被拒的 xA（n = (ℓ− 1)/2，每个以 Fq 中一次 Legendre 符号为代价，当 h > 1时通过者中的
一半再需一次 [ℓ]A；h = 1时没有被拒的 xA能通过该符号），随后是 qk/e/2个候选 xQ，e = 6
时其中一半昂贵，e = 4时全部昂贵（注 4.4）。

与算法 5.1 的关系。 算法 8.1 并不调用算法 5.1，这是有意为之。后者的步骤 1–4（范数、d
次根、投影）把一个候选原始值 w解码为一对横坐标，而命题 6.2 表明，当 w遍历 z 的纤维
时，它们以相同频率产生 Fq ×W 中的每一对：运行它们等于绕道 F×

qk/2
来遍历 Fq ×W，其

代价见注 8.1。算法 8.1 直接遍历这些点对，并逐行保留算法 5.1 的后半部分：第 6–8 行与第
11–13 行即其步骤 5 与 6（开方与 Legendre 检验），第 9 行与第 14 行即其步骤 7（阶的检
验），而第 15–19 行以约化值 e(A,Q)与 z±1 的比较取代其步骤 8⸺原始值 hd,A(Q)与 w在
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算法 8.1 GPI，循环长度 ℓ

输入： q；Fq 上的常曲线 E : Y 2 = X3 + a4X + a6；奇素数 ℓ ‖#E(Fq)，嵌入次数为偶数 k >
2；偶数扭曲次数 e ≥ 4，e | k；G1 ×G0 上的非退化双线性配对 e，例如 t(A,Q)、t(Q,A)
或 Satoh 的 hs,−Q(A) = t(Q,A)1/2；目标 z ∈ µℓ \ {1}。

输出： 满足 e(A,Q) = z 的 (A,Q) ∈ G1 ×G0，或 ⊥。
1: 预计算（与 z无关）：
2: s← qk/2； m← k/e
3: 取 Q0 ∈ G0 \ {O}； W ← ξ(Q0)Fqm，其 Fq‑基为 ξ(Q0) · {1, γ, . . . , γm−1}，γ 为 Fqm 在

Fq 上的生成元

4: 主循环：
5: 对于 xA ∈ Fq 执行
6: α← x3A + a4xA + a6
7: 若 α在 Fq 中是平方则
8: A← (xA,

√
α)

9: 若 [ℓ]A = O则
10: 对于 xQ ∈W 执行
11: β ← x3Q + a4xQ + a6

12: 若 NF
qk/2

/Fq
(β)(q−1)/2 = −1则 ▷即 Frk/2q Q = −Q，注 4.4

13: Q← (xQ, yQ)，yQ ∈ Fqk，y2Q = β

14: 若 [ℓ]Q = O则
15: χ← e(A,Q)
16: 若 χ = z 则
17: 返回 (A,Q)

18: 若 χ = z−1 则
19: 返回 (−A,Q)

20: 返回 ⊥

四个符号意义下的比较。因此算法 5.1 所贡献的不是一个子程序，而是一条定理：Fq ×W 就
是搜索空间，且任何建立在范数之上的解码都无法缩小它。
注 8.1 (对 F×

qk/2
的循环). 也可改为遍历 ζ ∈ F×

qk/2
⸺例如取大阶元 g（与生成元不同，它不需

要分解 s − 1）并令 ζ ← gζ，当陪集 ζ0〈g〉耗尽时从新的 ζ0 重启，或干脆随机抽取 ζ⸺用算
法 5.1 的步骤 3–4 解码每个 ζ，再如上进行； ζq

m 每步一次乘法即可更新，检验 xA ∈ Fq 在含
1的基下是免费的。该循环为最终解码出的每个点对 (xA, xQ)要访问 Fqk/2 中 qk/2−1−k/e 个元
素，每个耗费 Fqk/2 中几次乘法；其期望代价为 2(s−1)

ℓ−1 步，在第 10 节的单位下 BN254 上约
21271M、 BLS12‑381 上约 22032M，全部花在寻找上面的直接循环免费枚举出的点对上。它被
占优，之所以记录只因为它是算法 5.1 的解码所出现的形式。

9 实验验证
所有断言均在 PARI/GP 2.15.4（GMP 6.3.0 内核，64 位）下验证，操作系统为 Ubuntu
24.04.4 LTS、Linux 6.18，运行于一台单核云虚拟机，其报告的处理器为 Intel Xeon
2.10GHz、内存3.9GiB；Fqk 用单个 12次不可约多项式表示（PARI的 ffgen），而非塔式扩
张。所用曲线为参数 u = 1的BN曲线（u = −1给出一条更小的，q = 19，ℓ = 13，每个群只
有六个 横坐标，太小而使下面的计数失去意义）：q = 103，ℓ = 97，E : Y 2 = X3 + 5，
#E(Fq) = ℓ，Fqk ' F10312 为 80 位；此处 e = 6，m = 2，λ 经验证为 3 阶。命题 3.1
的符号 (−1)d = −1 用在 O 处正规化的 Miller 函数确认； 使用未如此正规化的 PARI
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elltatepairing 时，原始常数为 F×
q 的另一元素， 与 (A,Q) 无关，而约化配对不受影

响，因为 (q − 1) | (qk − 1)/ℓ。

检验 结果
对 Q ∈ G0，ξ(Q) ∈ Fqk/2 是
λ = ξ(Q)q

m
/ξ(Q)与 Q无关，ord(λ) = 3 是

对所有 u ∈W，L(u) = 0； Fq ∩W = {0}（遍历所有 a ∈ F×
q ） 是

命题 3.1，正规化Miller：vs+1 = −ζℓ 是
算法 5.1 精确恢复 (ξ(A), ξ(Q))，30个随机点对 30/30
目标的 3000个随机 ℓ次根被接受的个数 0
命题 7.1：482 个横坐标对，96个 t = z 的点对， 48个 ζ 值 是
注 3.2：(6) 对 n = 5, 11, 13 精确成立； (7)； hs,A(Q)s+1 = 1；
h2ℓ−1,A(Q)s+1 = ζ2ℓ−2； (8)，T = 6

是

引理 3.3：(9) 在两种取向下成立； (10)； −hs,A(Q) = t(A,Q)48，48 ≡
−1/2； ord(hs,A(Q)) = 194 = 2ℓ

是

hs,Q(A)对 Q和 A均双线性且无需最终幂运算； hs,−Q(A) = t(Q,A)1/2 是
引理 6.1：eℓ ∈ µℓ； t(A,Q) = e c−ρ

ℓ ，t(Q,A) = e−ρ
ℓ （c ≡ 10，ρ ≡ 80

(mod ℓ)）； (13) 给出 15，且 t(Q,A) = t(A,Q)15
是

玩具曲线上 gcd(2ℓ− 2, s− 1) = 48，BN254 上 = 48u 是
命题 5.1 的四个值 w,−w,ws,−ws 是
命题 6.2：v 7→ (v(q

k−1)/ℓ, vs+1)的像的阶为 ℓ(s− 1) 是
注 3.2：hT,Q(A)s+1 = (ξ(A) − ξ(Q))−hℓ； hq,Q(A)

s+1 = 1； h3ℓ,A(Q)s+1 =
−ζ3ℓ，其中 3ℓ ∤ s+ 1

是

注 3.4：hq,Q(A)ℓ = 1； hq,Q(A) = t(Q,A)49， 49 ≡ −1/(kqk/2−1)；
hq,−Q(A) = t(Q,A)48

是

注 4.4：β 在 Fqk/2 中非平方 ⇐⇒ Frk/2q Q = −Q，2000个随机 xQ ∈ W（1001

个非平方，e = 6）； G0 的 30个点上 β 均为非平方
是

1/πz = (s− 1)/48 = 2.49 · 1010，预测 2s/ℓ = 2.46 · 1010 是

一次双线性配对的完整求逆。 第 8 节的算法完整运行：候选为 (a, xQ) ∈ Fq × W，W =
ξ(Q0)Fq2，即 ζ = xQ− a，共 q3 = 1092 727个候选，其中 xA = a与 xQ直接读出，无需任何
投影。目标为一个均匀随机点对 (A∗, Q∗) ∈ G1 ×G0的 z = t(A∗, Q∗)，随后将该点对遗忘；最
终检验为 t(A,Q) ∈ {z, z−1}，即完全约化、完全双线性的 Tate 配对。为使计数有意义，a按
Fq 的一个均匀随机顺序枚举，且对每个 a，xQ 按 W 的一个均匀随机顺序枚举；挂钟时间为
getwalltime。

G1的每个横坐标 a恰有 G0中一个横坐标将其补全为解，故运行在遇到的第一个有效 a的
块内停止：它跳过无效的 a（每个以一次 Legendre 符号为代价，计为跳过一个 q2 的块），
然后扫描W 寻找 G0 的 48个横坐标，在每一个处求一次 Tate 配对，直到遇到正确的那个。
实际上，运行将 A固定于第一个有效横坐标，并在 W 中搜索其配偶。在此分块顺序下，期
望工作量为跳过 (q − n)/(n + 1)个块（n = (ℓ − 1)/2，每个块以 Fq 中一次 Legendre 符号为
代价，当 h > 1时对通过该符号的一半还需一次标量乘法 [ℓ]A），随后在第一个有效块内处理
qk/e/2个候选（其中一半昂贵）（玩具曲线上为 1.1个块与 5 304个候选）；对 Fq ×W 上的均
匀顺序，由命题 7.1 的计数论证相应的计数应为 2q1+k/e/ℓ，它仅在相差一个常数的意义下与
之吻合，且仅因BN曲线上 ℓ ≈ q。在 12个独立目标上：12次成功，返回的点对位于G1×G0

且精确满足 t(A,Q) = z，ξ(A)有 11个不同值（从未是原始点对）；跳过 0到 4个无效 a（均
值 1.3）；正确的 xQ 在W 扫描中的位置介于 1 022与 10 350之间（共 10 609，均值 5 896），
与均匀分布相符；求值的 Tate 配对为 3到 48次；挂钟时间介于 0.37 s 与 1.92 s 之间，主要
耗费于扫描中 Fqk 内的开方与乘以 ℓ 的标量乘法， 而非配对。这里报告的运行早于注 4.4，
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在开方之后才检验 Frk/2q Q = −Q；若先做经范数计算的 Legendre 检 验，可以 k/2次乘法为
代价省去约一半的开方与标量乘法。以 zS = hs,−Q∗(A∗) = t(Q∗, A∗)1/2⸺Satoh 本人的配对
⸺为目标、以 t(Q,A) ∈ {z2S , z

−2
S }为最终检验的同一运行，同样成功。因此，对带最终幂运

算的配对，完整的GPI 问题被从头到尾解决，计数与第 7节的预测相符。

另外两条曲线。 上面的玩具曲线 h = 1，故第 8 节的第 9 行（[ℓ]A = O）从未被执行，且
只有 e = 6。 同样的检验在两条带余因子的曲线上重做：q = 53，E : Y 2 = X3 + X，ℓ =
17，#E(Fq) = 68，h = 4， k = 8，e = 4，m = 2（j = 1728，四次扭曲）；以及 q =
103，E : Y 2 = X3 + 4，ℓ = 37， #E(Fq) = 111，h = 3，k = 12，e = 6，m = 2。在
两条曲线上：λ 的阶恰为 e/2； 1, ω, . . . , ωe/2−1 是 u 7→ uq

m 的特征向量，特征值为 λj，且
kerL = W（引理 4.1）；命题 3.1 以符号 −1 成立；算法 5.1 在 30/30 个随机点对上恢复
(ξ(A), ξ(Q))；引理 3.3 与注 3.4 的封闭形式成立， ord(hs,A(Q)) = 2ℓ；(13) 的 κ′ 分别为 3与
8，且 t(Q,A) = t(A,Q)κ

′；命题 6.2 中映射的像的阶为 ℓ(s − 1)；第 8 节的算法以随机顺序在
每条曲线的 5/5个随机目标上成功，返回的点对均与 z核验。第 9行现已执行：在 e = 4曲线
上，通过Legendre符号的 xA中，五次运行分别有 4/5、2/3、12/13、 6/7与 1/2被 [ℓ]A 6= O
拒绝（E(Fq) 的 33 个横坐标中 |ξ(G1)| = 8）；在 e = 6 曲线上为 0/1、2/3、1/2、0/1 与
3/4（55个中 18个）。

e = 4曲线揭示了 e = 6例子所掩盖的一个结构性事实：满足 β 6= 0的 xQ ∈W 中，400/400
的 β 在 Fqk/2 中为非平方，而 e = 6曲线上为 203/399。这正是注 4.4 的两种情形：e = 4时
Legendre 检验为空，全部筛选由 [ℓ]Q = O完成；e = 6时它淘汰约一半。

运算计数。 不作任何计时比较：在此规模下时间测量的是 GP 解释器，且两种代价关于 ℓ的
渐近性不同。在第 8 节的算法中，每个 xA 耗费 Fq 中一次 Legendre 符号，通过者中的一半
再耗费 Fq中一次开方与一次 [ℓ]A；每个 xQ耗费 Fqk/2中一次按注4.4经范数计算的Legendre
符号（Fqk/2 中 k/2 − 1次 Frobenius 与 k/2 − 1次乘法，再加 Fq 中一次代价远小于 1M 的
Jacobi 符号），e = 6时淘汰约一半、e = 4时不淘汰（注 4.4），幸存者再耗费 Fqk 中一次
开方与 E(Fqk)上一次 [ℓ]Q⸺在第 10 节的规模下 e = 6时每个 xQ 平均约 212 次 Fqk 中的乘
法，即大致四次 Tate 配对，e = 4 时为其两倍。 在注 8.1 的循环中，每个 ζ 另需一次更新
ζq

m 的乘法、三到四次解码乘法以及含 1的基下一次免费成员检验，上述开销仅对 q1+k/e−k/2

比例的 ζ 才会发生。 [7, Alg. 6.1] 的内层步骤在 ℓ 为奇数时是在 Fqk 上求 g(T ) = γ 的根，
deg g = (ℓ − 1)/2，此处为 48（φ = g(ξ)；99次形式 g(T )2(T 3 + b) − γ2 是 [7, eq. (6.1)] 在 ℓ
为偶数时的形式）。

10 与 [7] 的比较
命题6.2使改进因子逐项显式化。在[7, Alg. 6.1]中循环变量 γ遍历 γ0µ(s−1)ν，故 γν遍历陪集
z−1F×

qk/2
，每个值 ν 次，每步做一次 (ℓ− 1)/2次求根。该循环已经是对某个 F×

qk/2
坐标的盲目

遍历：由 [7, Thm. 5.3(ii)–(iii)]，在他的记号下（A ∈ G0，P 有理）， φ(A+P )ν hs,−A(P ) ∈
F×
qk/2
，故 φ(A + P )ν 是 hs,−A(P )

−1 ∈ µℓ 与某元素 cA,P ∈ F×
qk/2
之积⸺即命题 6.2 的分裂

µℓ(s−1)
∼= µℓ × µs−1，只是用于 φ(A + P )ν 而非 v。他的 c是 µs−1 分量，而以 φ(kR)ν = c/z

对 γ 的循环将 µℓ 分量固定为 z−1 并遍历另一分量，后者不携带关于 z 的任何信息。本方法 (i)
消除了 ν 重冗余⸺以坐标本身为循环变量，其中 d次根唯一（引理 3.5）；(ii) 消除了求根
⸺坐标到两个横坐标的解码是多项式时间的（算法5.1）；(iii) 借助扭曲将坐标从 F×

qk/2
缩小

到 Fq⊕W （引理4.1）；(iv) 在触及W 之前先用Legendre符号检验 xA是否属于 ξ(G1)，即
第 8节的分块顺序。四个因子为 ν ≈ s/ℓ、Õ(ℓ)、 qk/2−1−k/e与约 q/ℓ；其乘积为 qk−k/e/ℓ（忽
略常数与对数），即下表前两列之比。用生成元的倍点搜索 G0 而非扫描 W，则将坐标再缩
小至 ℓ个点，即最后一列。这条链中没有任何环节在最终检验之前使用 z，而由命题 6.2，此
路线上的任何环节都不可能使用。
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由此，范数路线所做的事可以精确陈述。在 ℓ | d的 Tate 取向下，原始 Miller 值的歧义
⸺一个大小为 (s− 1)ν 的陪集⸺在取范数后缩小 ν 倍；将 ζ 解码为两个横坐标即使在二者
均未知时也成为多项式时间（引理 4.1）；而剩余坐标与目标无关（命题 6.2），故第 8 节的
循环，或注 8.1 中被占优的循环，对其无引导地遍历。
与 [7, Alg. 6.1] 的比较必须在同一约定下进行⸺期望对期望。对常曲线上的 [7,

Alg. 6.1]，每次迭代的成功概率至多为 (ℓ− 1)/((s− 1)ν) [7, Rem. 6.5]，每次迭代是在 Fqk 上
一次 (ℓ − 1)/2次的求根；故期望代价至少为 (s−1)ν

ℓ−1 · Õ(ℓ) ≈ Õ
(
(qk − 1)/ℓ

)。对第 8 节的算
法，期望候选数为 qk/e/2，e = 6时每个平均耗费约四次配对（昂贵的一半约八次），e = 4时
约八次；对注 8.1 中对 F×

qk/2
的循环，则为 2(s−1)

ℓ−1 步，每步 Fqk/2 中几次乘法（第 9 节）。为
便于同类比较，下表采用单一单位M：Fqk 中一次乘法。所用换算为：在此规模下，Fqk 中一
次开方与 E(Fqk)上一次乘以 ℓ的标量乘法各约 212M；循环长度 ℓ、A ∈ E(Fq)、使用稀疏直
线函数与分圆最终幂运算的Tate 配对约 210M；Fqk/2 中一次乘法约 1M；注 4.4 的 Legendre
符号约 k/2M；Fqk 上 d次求根约 d log2(qk)M。所有条目均为期望值，且它们是示意性的而
非基准测量：上述每项换算仅在一个小因子内准确，指数继承了这一误差。稳健的是各列之
间的比值 qk−k/e/ℓ（忽略常数与对数），而非绝对数值。

曲线 [7, Alg. 6.1] 本文（第 8节） 注 8.1 穷举搜索
BN254 (alt_bn128) 22800M 2518M 21271M 2263M
BLS12‑381 24325M 2772M 22032M 2264M

两点保留。Satoh 的概率界是上界，故其真实期望代价可能更大，这只会扩大差距。且比
较之所以合法，是因为在第 15 行取 e := hs,−Q(A)时，算法解决的正是 [7, Alg. 6.1] 的那个
问题⸺第9节在玩具曲线上已予演示⸺而非一个子程序替换了另一个。

11 局限
1. 本方法要求偶数扭曲次数 e ≥ 4（注 4.2）与 k > 2（注 4.3）。因此它不适用于 [7] 得到
常数迭代次数的超奇异曲线；它恰恰适用于 [7] 认定为无望的那个区域。

2. 对固定的 A直接在 G0 中搜索，期望代价为 ℓ/2次配对求值，在两条曲线上约 2263M 与
2264M：比第 8 节的算法低约 4qk/e/ℓ即 2256 与 2509 倍；µℓ 中的离散对数（特殊 TNFS
下约 2100 与 2126）更为便宜。Satoh 对其自身算法也作了同样的观察。本改进缩小了差
距但未将其消除。

3. 通过迹与范数利用 ξ(G0) ⊂ Fqk/2 归功于 [1]，其到指数 q − 1的归约在固定参数框架下
强于此处所得的一切。本文在这一点上声称的新意是该机制在过渡到两个未知参数时得
以保留；其他贡献已在引言中列出。

4. 循环仅在最终检验中使用 z，命题 6.2 说明了原因：任何建立在范数之上的东西都无法
不如此。真正的 Ate 循环 T = t− 1的关系 (8) 也不是出路，因为它化为 d = hℓ时的命
题 3.1（注 3.2）。Satoh 本人的分解也不例外：[7, Thm. 5.5] 中的常数 c ∈ F×

qk/2
是同

一中国剩余分裂（第 10 节）下 φ(A + P )ν 的 µs−1 分量⸺而非 v 的，v 在其循环长度
下范数为 1（注 3.2）；附带地，(φ(A+P )ν)s+1 = c 2A,P。它出于同一原因与 z无关，而
他对定理 5.5(iii) 的证明所援引的事实 µℓ ∩ F×

qk/2
= {1}正是该原因的推论；故他对 c的

循环同样从 z 得不到任何信息。我不知道任何避开该坐标的原始值分解；是否存在这样
的分解，是留下的开放问题。
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